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Wave Propagation in an open Thermodynamic System with Time Variation of the Total Energy 

The absorption and dispersion of sound due to dissipative phenomena such as diffusion, heat 
conduction and viscous flow have been investigated by Herzfeld, Litovitz and others. Whereas in 
these studies the total energy of the carrier system remains constant, we consider the case that it is 
changing. It turnes out that the wavelength X remains constant, while all other wave characteristics 
become time depend and can be connected with the usual sound velocity of the carrier system 
c(*) = l/(3p/3ö)s~ Ve(t). 

The time averages of these quantities are: 
£ 

Mean energy density of the wave: -— (t) ~ c (t), 

Sound frequency: io(t) ~c(t)~ 
Acoustic density amplitude: £>o(0 ~ 
Acoustic pressure amplitude: Po(t) ~ c(t) 
Acoustic velocity amplitude: u0(t) ~ c{t)ll*. 

The change in energy density takes place via the potential energy. Thus the original balance 
between potential and kinetic energy is disturbed. Modulation vibrations of the wave amplitudes 
around the time averages arise. In addition dephasing of the pressure and density components with 
respect to the acoustic velocity takes place. The phasevelocities are disturbed too. They differ from 
time dependence of c{t). 

These differences are running asymptotically towards zero, i. e. after a longer period of time 
a phase step remains of the total wave system. This phase step is negative for increasing energy 
of the carrier system and positive for decreasing energy. The value of the phase step is proportional 
to the wavelength 2, i. e. systems of this kind show dispersion. 

Einleitung 

In dieser Arbeit wird der Ausbreitungsmechanis-
mus von Wellen in offenen thermodynamischen Sy-
stemen untersucht. Solche Trägersysteme besitzen 
eine zeitlich veränderliche Gesamtenergie. 

Eine Problemstellung dieser Art tritt z. B. bei der 
mathematischen Behandlung schwerer Beaktorunfälle 
auf 1, bei denen während der Exkursion ein Teil des 
Kernbrennstoffs in den gasförmigen Zustand über-
geführt wird. Mit fortdauernder Leistungssteigerung 
erhitzt sich dieses Gas weiter. 

Druckimpulse, die durch Störungen im gasförmi-
gen Kernbrennstoff ausgelöst werden, verformen 
sich während dieser Zeit, da sich die Energiedichte 
des Trägersystems ständig vergrößert. 

Als Modell wird ein unendlich ausgedehntes Me-
dium mit der Zustandsgieichung eines idealen Gases 
zugrunde gelegt. Darin breitet sich ein ebener Wel-
lenzug mit der anfänglichen, mittleren Energiedichte 

1 R . A . MEYER, B . WOLFE u . N . F . FRIEDMANN, A P a r a m e t e r 
Study of Large Fast Reactor Meltdown Accidents, ANL 7 
120, 671 [1965] (Conf. Argonne, Oct. 1965). 

EjV aus. Die innere Energie des Trägersystems 
verändert sich in einem isochoren Prozeß. 

Für die mathematische Formulierung wird die 
akustische Näherung verwendet, d. h. die gasdyna-
mischen Grundgleichungen werden linearisiert. Man 
erhält dann aus der 

Kontinuitätsgleichung: QT -f Q UX = 0 , (1) 

Bewegungsgleichung: Qut + px = 0 , (2) 

Entropiegleichung: ~st + st 4= 0 . (3) 

In diesen Gleichungen kennzeichnen überstrichene 
Buchstaben (ö, 's, e) die Zustandsgrößen des Träger-
systems, die nicht überstrichenen Buchstaben (Q, p, 
u, s) die Zustandsabweichungen der Welle gegen-
über dem Trägersystem. 

Aus diesem gekoppelten Differentialgleichungs-
system lassen sich mit Hilfe der Zustandsgieichung 
idealer Gase 

mit x = cpjcv 
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separate Differentialgleichungen für alle Zustands-
größen der Wellenbewegung ermitteln. 
Dichte Schwankung o: 

Qtt~&Qxx = 0 , ( 5 ) 

Schalldruck p: 

Ptt — 4 y Pf + |ö — 2 j p — c2 pxx = 0 , (6) 

Schallschnelle u: 

utt - 2 = ut - c2 uxx = 0 . (7) 

Die darin enthaltene Funktion c(t) ist durch die 
partielle Ableitung 

(8) 

definiert. 
Sie charakterisiert das Zeitverhalten des Träger-

systems. Zum besseren Verständnis der auftretenden 
Besonderheiten beim Ausbreitungsmechanismus von 
Wellen in Trägersystemen mit veränderlichem c(t), 
sei zunächst über den Fall mit konstantem c = const 
referiert. 

Wellenausbreitung in einem Trägersystem 
zeitlich konstanter Gesamtenergie 

Die Entropiegleichung (3) verändert sich zu 

~st + h = 0 , (9) 
wobei beide Beiträge einzeln verschwinden. 

st = 0 Die Entropie des Trägersystems 
ist konstant, 

st = 0 die Wellenkompression verläuft 
adiabatisch. 

Voraussetzung (10 a) führt dazu, daß die partielle 
Ableitung 

c-2=(dö/dp)s 

ebenfalls zeitlich konstant bleibt und damit die Dif-
ferentialgleichungen (5 ) , (6 ) , (7) in den Wellen-
gleichungstyp übergehen. 

Qtt ~ °2 Qxx = 0 , 
Ptt-°2Pxx = 0, (11) 

Utt - c2 uXJ = 0 . 
Dieser Gleichungstyp besitzt die Lösung 

Q = Q0 exp j i (ct — x) |, 

p = po exp |i 2 ; - (c t - x) J-, (12) 

u = u0 exp j i ~ [ct — x) J-. 

(10 a) 

(10 b) 

Die Konstante c ist dabei die Phasengeschwindigkeit 
der Welle. 

Zusammen mit der Zustandsgieichung (4) berech-
net man für c 

5 = i / ( f ) r i / «T <i3> 
Das ist die bekannte Laplacesche Gleichung, die in 
der Akustik die Schallgeschwindigkeit eines Träger-
svstems angibt. 

Aus der Lösung (12) für einen ebenen Wellenzug 
lassen sich verschiedene Eigenschaften ablesen: 
1. Alle Komponenten der Wellenbewegung (Dichte, 

Druck, Schallschnelle) breiten sich mit derselben 
Geschwindigkeit c aus. 

2. Alle Komponenten sind in Phase. 
3. c ist konstant, d. h. die Frequenz der Welle bleibt 

erhalten. 
4. Die Amplituden der Wellenkomponenten bleiben 

zeitlich konstant. 
5. Die Phasengeschwindigkeit c ist unabhängig von 

der Wellenlänge A, d. h. es existiert keine Disper-
sion. 

6. Die Anteile der kinetischen und potentiellen Ener-
gie an der mittleren Energiedichte der Welle sind 
gleich groß. 

Punkt 6. läßt sich verifizieren, wenn man die Ampli-
tudenbedingung 

p0 = QCu0 ( 1 4 ) 

heranzieht. — Die mittlere Energiedichte zu einem 
beliebigen Zeitpunkt ist: 

1 - « 
' = T Q + 

1 Po8 

4 Ö c2' (15) 

Mit (14) folgt: 

QU0- 1 Po2 

4 ö c2' 

Die kinetische Energie ist in einer Welle gleich der 
potentiellen Energie. 

Aus (15) lassen sich andererseits bei vorgegebe-
ner Energiedichte der Welle Rückschlüsse auf die 
Amplitudenhöhen ziehen. 

Es gilt: 
U0 = V2E/VQ, (16) 
PO = CV2EQ/V, (17) 
q0=1/C-V2EQ/V. (18) 

Wie zu sehen ist, hängen die Amplitudenhöhen von 
Druck und Dichte auch noch von der Schallgeschwin-
digkeit des Trägersystems ab. 

p 0 ~ c , (20) 



Wellenausbreitung in einem Trägersystem 
zeitlich veränderlicher Gesamtenergie 

a) Zunehmende Gesamtenergie 

Bei der Ableitung der Differentialgleichungen ( 5 ) , 
( 6 ) , (7) wurde noch die Zusatzannahme gemacht, 
daß Entropieänderungen nur vom Trägersystem, 
nicht jedoch durch die Wellenkompression erwirkt 
werden. Das bedeutet: 

st = 0, -st + 0 . (19) 

Diese Einschränkung führt im folgenden zu einer 
Vernachlässigung von Wärmeleitungs-, Zähigkeits-
und Belaxationseffekten. 

Bei der Suche nach Lösungen für die Differential-
gleichungen (5 ) , ( 6 ) , (7) hat man es gegenüber 
(11) mit drei verschiedenen Typen zu tun. Die kom-
plizierteste Gl. (6) geht jedoch mit dem Ansatz 
P=C2Q in die Diff.-Gl. (5) über. Es müssen also 
nur noch zwei Lösungen für (5) und (7) gefunden 
werden. 

Infolge der verschiedenen Differentialgleichungen 
für die Wellenkomponenten lassen sich, im Gegen-
satz zu der in Abschnitt III gegebenen 6 Punkte-
Charakterisierung, folgende Welleneigenschaften vor-
aussagen : 

Zu 1. Die Wellenkomponenten von Dichte und Druck 
besitzen eine andere Phasengeschwindigkeit 
als die Schallschnelle. 

Zu 2. Die verschiedenen Phasengeschwindigkeiten 
müssen zu Phasenverschiebungen zwischen 
den Komponenten der Welle führen. 

Zu 3. c ist eine Zeitfunktion, d. h. die Frequenz der 
Welle wird verändert; konstant bleibt hin-
gegen die Wellenlänge. 

Unter Berücksichtigung dieser Aspekte werden fol-
gende Lösungsansätze konstruiert: 

e = e 0 e x p j i ~ ( f b d r - z ) j , (21) 

p = c 2 e 0 e x p j i ( / & d r - : r ) j , (22) 

u = u0 exp ji -jp- ( / a dr — x) j . (23) 

Geht man mit diesen Ansätzen in die entsprechen-
den Diff.-Gln. (5 ) , (6 ) , (7) ein, dann ergeben sich 
neue Differentialgleichungen für die unbekannten 

Phasengeschwindigkeiten a, b: 

b2-i~bt-ö2 = 0 , (24) 

a2-i~(at-2~-a) - ö 2 = 0 . (25) 2. a \ c ! 

Um weitere Aussagen über die Größen a, b machen 
zu können, muß ein Zeitgesetz der Funktion c an-
genommen werden. Es wird ein Exponentialgesetz 

c = c0 e°V/2 (26) 

gewählt, das einer Zunahme der inneren Energie 
des Trägersystems von 

e = e0 eWot (27) 
entspricht. 

Zusammen mit der Neuformulierung 

b=c(l+y), (28) 

a = c ; ( l + < 5 ) (29) 

erhält man aus den Diff.-Gln. (24) , (25) für die 
Korrekturfunktionen y, <5 in linearer Näherung2 

yt + y [ l o ) 0 + i 2 n o j 0 e ^ t l 2 ] = - £co 0 , (30) 
dt-d[bM0 + i2nw0eM«tl2] = i c o 0 . (31) 

Darin ist der Parameter n ein Maß für die Wellen-
länge gemessen an der Bezugswellenlänge . 

n = XjX, ^o = 2 7t c9/co0. (32) 

Mit der Substitution y = ü)0t/2 erhält man für die 
Korrekturfunktionen die Lösungen: 

y= -e-y-Uriev.f ey+Une»'üy\ (33) 
0 

d = + ey~i *nev. fe-y'+i 4 n ( 3 4 ) 
0 

Diese sind komplex. In Real- und Imaginärteil auf-
gespalten, ergeben sich die Ausdrücke: 

y = a + iß (35) 
mit 

a = — e~y f e y ' cos [4 n(ey — ey) ] dy' 
(36) 

= - s i n [ 4 n ( e * - l ) ] , 

ß = e~v fJey' sin[4 n{ey — ey) dy 

= 4 T { l - c o s [ 4 n ( e » - l ) ] } 

2 Ist die Wellenlänge k klein gegen die Bezugswellenlänge 
dann werden die Phasengeschwindigkeiten a, b nur wenig 
von c abweichen. Nur mit dieser Einschränkung gelten die 
Lösungen. 



und 
d=e + irj, (38) 

£= ey f e~y cos [4 n (ey — ey) ] d y , (39) 

r)= - ey f e~y' sin [4 n (ey - ey') ] dy' (40) 
0 ( s . A n m . 3 ) . 

K2 beschreibt den Einfluß durch Laufzeitverschie-
bungen 

Ko = exp ji 2 : T f c(e-a) dr J. (47) 

Setzt man die Beziehungen ( 4 2 ) , (43) in (40) ein, 
dann folgt nach einigen Rechnungen für cp: 

Setzt man diese Beziehungen in die Ansätze ( 2 1 ) , 
( 2 2 ) , (23) ein, dann erhält man als Näherungs-
lösung für einen ebenen Wellenzug in einem Trä- mit 
gersystem mit zeitlich veränderlicher Gesamtenergie: 

f ( 1 + a ) sin w—ß cos w cp = arctan • 
l (1 + a) cos w+p sin w 

= 2 n f ey' (e — a) dy' . (48) 
2 71 

o = o 0 e x p - " f c ß dr 

exp \i 2 ; T [ / c ; ( l + a) d r - x ] [ , 

P = c Qo exp f f c ß dr 

•exp ji [ / $ ( 1 + a) d r - x ] J, 

u0 exp |— 2 ~ fc q d r j 

2 T 
•exp i [ / ä ( l + e) d r - x ] . 

(41) 

(42) 

(43) 

Für eine numerische Auswertung ist neben der Pha-
senverschiebung cp der Phasenwinkel cpi, aus der 
Laplace-Gleichung von Bedeutung: 

<PL= 2Y / c dr = 2 rt(ey — 1 ) . (49) 

Von gleicher Bedeutung sind die Abweichungen der 
verschiedenen Wellenkomponenten von diesem Pha-
senwinkel 9?L 5 nämlich 

Dichte, Druck. 

2 TT 
3 (a) = : f c a d x = 2 n f e y ' a dy'. (50) 

o o 

2tz i 
^ (e) = - j - fcedx = 2nf ey' E dy' 

2 7t w^iß) = exp - ~Y fcß dx 

= exp \ — 2nf ey' ß dy' 

Aus dieser Darstellung lassen sich zwei weitere Ab-
weichungen gegenüber Wellen in Trägersystemen Schallschnelle: 
mit konstantem c ablesen: 
Zu 4. Die Amplituden der Wellenkomponenten sind 

zeitlich veränderlich. 
Zu 5. Die Phasengeschwindigkeiten a, b sind vom s o w i e d i e Amplitudenänderungen 

Wellenlängenparameter n abhängig, d. h. es Dichte Druck • 
existiert Dispersion. 

In Punkt 2. wurde festgestellt, daß infolge verschie-
dener Phasengeschwindigkeiten zwischen den Wel-
lenkomponenten eine Phasenverschiebung cp auftre-
ten muß. Diese wird durch die Amplitudenänderung 
beeinflußt. Ihren Gesamtbetrag berechnet man aus Schallschnelle 
dem komplexen Verhältnisfaktor K, der aus der 
Kontinuitätsgleichung folgt: 

Q/u = K = K1K2 = K' + iK". (44) 

Der Phasenwinkel ist dann: 

cp = arctan {K"JK'). (45) 

Kt stellt in obiger Notation den Einfluß durch Am-
plitudenänderung dar. Er beträgt 

Kt = e/b (46) 

im Gegensatz zum stationären Fall mit Q/C . 

(51) 

(52) 

w2(r]) = exp 2 71 
f c Yj dx 

= exp | — 2 n f ey' rj dy' 
o 

(53) 

Diese Größen sind in Abb. 1 für n = 1 0 in Abhän-
gigkeit von y aufgetragen. 

3 Die Ausdrücke (39), (40) lassen sich nicht wesentlich ver-
einfachen. Die Auswertung der Integrale führt auf Funktio-
nen des Integralsinus und Integralkosinus. 



Abb. 1. Amplitudenänderungen verschiede-
ner Wellenkomponenten für n = 10: 

iß) 

W2(V) 

Didite, 
Druck, 
Schallschnelle. 

Man beobachtet, daß die Amplituden 
von Druck und Schallschnelle stetig 
größer werden, während die Dichte-
amplitude fortwährend abnimmt. Da-
bei schwingen die Amplituden um 
die Zeitgesetze 

Poiy) _ 
P o ( 0 ) 

e3yß ~ cyc , 

L f 5 4 ) 
«o (0) Vc 

eyß ~ Yc 

Sie gehorchen damit nicht mehr den in (16 ) , 
(17 ) , (18 ) , (19) aufgezeigten Gesetzmäßigkeiten. 
Energetisch bedeutet das eine Zunahme der mittle-
ren Energiedichte des Wellensystems. 

E u j r ^ i e u j m - e » , (55) 

a « - - (56) 

Die Energie wird dabei dem Wellensystem als poten-
tielle Energie zugeführt. Eine Störung des Gleich-
gewichts zwischen potentieller und kinetischer Ener-
gie ist die Folge. 

Diese Störung führt zu Modulationsschwingungen 
der Amplituden um die in (54) angegebenen Zeit-
gesetze und zu einer Phasenverschiebung der Wel-
lenkomponenten von Druck und Dichte gegenüber 
der Schallschnelle. 

Die Frequenz der Modulationsschwingungen ist 
gleich der Umwandlungszahl zwischen potentieller 
und kinetischer Energie, also gleich der doppelten 
Grundfrequenz der Welle. 

Die Phasenverschiebung schwankt ebenfalls im 
Takt dieser Modulationsfrequenz. Ihre Amplitude 
wächst mit dem Anhalten der Störung (Abb. 2 ) . 

Dieselben Modulationsschwingungen kehren auch 
bei den Phasengeschwindigkeiten der Wellenkompo-
nenten wieder. In Abb. 3 sind die Phasenabweichun-
gen vom Winkel (pi aufgetragen. 

Wie aus Abb. 3 ersichtlich, wirkt sich die Ver-
änderung der Phasengeschwindigkeit bei der Mas-

senkomponente im zeitlichen Mittel nur als konstante 
Phasenverschiebung aus. Ihr nähern sich die Modu-
lationsschwingungen asymptotisch. Die Auswertung 
der Formel (50) ergibt als asymptotische Phasen-
retardierung 

M>3(a)a8= - 1 / 8 7i, (57) 

Abb. 2. Phasenverschiebung zwischen Dichte und Drude 
gegenüber der Schallschnelle für = 

d. h. sie hängt von der Wellenlänge X ab und ist 
um so kleiner, je kleiner die Wellenlänge ist. 

Aus Abb. 3 erkennt man weiterhin, daß die Mas-
sen- und Druckkomponente das „Rückgrat" der 
WTelle bilden. Die Schallschnelle schwingt sich auf 
dieses Symmetriezentrum ein. 
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Abb. 3. Phasenabweichungen der Wellen-
komponenten vom Winkel cp auf Grund der 
Laplace-Gleichung für /i = 10: 

W3(a): Dichte, Druck, 
Schallschnelle. 

b) Abnehmende Gesamtenergie 
Dieser Fall läßt sich in dem Formelapparat unter 

a) formal durch den Übergang zu negativen Zeiten 
vollziehen. Dabei stellen sich gewisse Symmetrie-
beziehungen bei den Schlüsselgrößen a, ß, e, rj her-
aus. Es gilt: a(-y)=e(y), 

ßi-y) = -*j(y), 
e(-y)=a(y), (58) 
v(-y) = ~ß(y)-

Diese Symmetriebeziehungen fordern ein analoges 
Verhalten des Wellensystems, d. h.: 

Die mittlere Energiedichte nimmt mit e~y ab. 
Der Energieentzug geschieht über die potentielle 
Energie, wodurch das Gleichgewicht zur kinetischen 
Energie gestört wird. Diese Störung führt zu Modu-
lationsschwingungen der Wellenkomponenten mit 
den entsprechenden Phasenverschiebungen. Die Am-
plitudenmodulation von Druck und Dichte wird 
größer, die von der Schallschnelle kleiner. 

Die Welle erleidet jetzt einen avancierenden Pha-
sensprung von 1/8 n . 

Ausbreitung von Impulsen 

Beliebige Impulsformen werden mathematisch mit 
dem Fourier-Integral dargestelt, d. h. an ihrem Zu-
standekommen tragen unendlich viele Wellenzüge 
mit verschiedenem 1 bei. Alle diese Wellenzüge wer-
den nach Abschnitt IV, dem herrschenden Zeitgesetz 
entsprechend, eine Amplitudenänderung durchma-
chen und einen Phasensprung erleiden. Die Modu-
lationsschwingungen werden sich im Impuls weit-
gehend aufheben. Dadurch wird eine Impulsverfor-
mung im wesentlichen nur durch das mittlere Zeit-
gesetz sowie durch die wellenlängenabhängigen Pha-
sensprünge eintreten. Sind die Impulsfronten un-
stetig in der ersten Ableitung, dann existieren dort 
Wellen mit gegen Null gehenden Phasensprüngen 
( / - 0 ) . 

Solche Impulsfronten pflanzen sich mit der her-
kömmlichen Schallgeschwindigkeit c fort: 

( 5 9 ) 


